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1 I n t r o d u c t i o n  
{�|a}o~a���]�a�����h�9�3}��h�Z�h�a��}8�9�S�Q�a}�� ��|>�3���%|a�9�9�g���h���3}m�9}����h�Z� �3}��j�>�b�m� �9�����I{��$�a� ���e��}h�Z� }��
���h��� {�|a}F���9}��	�	� ��� }h�>�G�I�9�T� |a���I��}h�Z� }��������3�]�,� � �>�,}L�L�	}��h� �>�Z}P~a}��h�,����� |a�h�������\�3���h�,� �\�Z}h�9�Z}���}h�>�G�
� |a}j�a}�� ��|>�3���%|a�9�9�p�h�9�3}��h�Z�h�a��}��	���^� �a�9}h�a� �9� � �3� �h�a�l�^�h�,�h|a� �9� ���9��� {�|a}g��}h�F�9�F�3�a�K��� �3� }
� �9�����3� �^���9}��a}�� ��|>�3���%|a�9�9�a��� |a�h�3�9�Z�0�0}��h�3�,�W� |a}L���h�^}S�	}��h� �>�Z}�~a}��h�,�����h�Z}��Z}��	}h�%�Z}��W�,�\����� |a}
�Z� �9�����L�$}h� � ����� }$�q�9�Z���3� }h��� �s�����\�9�>�,� �9�f� |a}g� �9�������0}h�W���o�9}h�,}h�%�^� �a� �9�f� |a}b������� }g�h�
� |a� �h|e�,�\}h~a��� �a�h�,}�� |a}S� �^���9}S�9}h�Z� ~a�h�,� ~a}�� �
� � �a�9}h�3}h�]� �  3� |a���S�9}����h�Z� �3}��d������� }k� �>~a�h�Z� �h�>���	}��h� �>�Z}����3����}��8���m�9�Z�9�	� � }��S�9�I¡F�h�3�K��� �h�

�9}h�Z� ~a�h�,� ~a}��F���h�Z�a�K�W������� }�� �E¢ �8�3�h�%�,� �h�a� �h��£/� |a}\�9�Z�9�	� � }^�9��� |a} � �h�3� ����� �h�3£T}h~a��� �a�h�,}��d��~a}h�S�
�Z�h�9�9}\�9�I������� }��P�h���h�8� �^���9}W�3�9� �>�G£3�9�Z��~a� �9}����e� �9�����T�9}����h�Z� �9�,� ���Q� |a�h����� � }�¤��a� ~a�h�Z� �h�>� � �,�
�h|a�h�9�9}��k� �p������� } �Y¥ ¤��a� ~a�h�Z� �h�a��}m�^}��h�3�e� |a�h��� |a}8�	}��h� �>�Z}o~a}��h�,���F� �Z�h�3��� �h�,}��\}h�a���h�,� � � � � |
������� }\�h�a�m���h�o� |>�3���3}W�3��}��Q�,�Q� �Z��� � £/� �a�9}h�8�h�a�Q�Z}����>���a� ¦�}k�]� �%�a�h� �>�Z}��P� �Q� |a}F�9�Z}���}h�a��}e�9�
�h|a�h�9�9}���� �^������� } �
{�|a}o�9�Z���3� }h� � � � |g� |a���\�h�9�9�Z�9���h|l���F� |a�h���m�9� �Z}��h�������\�9�>�,�h�,� ���b�9��� |a}m�h|a�h�Z���h�,}h�Z���]�,� �

������� }g�h�W}����h|§� �^���9}j�3�a��� �,� ���§�h�9�3}��h���^�,�f�^� � }j�Z}���� ¨,�,� �^}g� �\�3� }h�^}h�>�,�h�,� ���p�>�a�	}������ �3� } �
{�|a���\�3�h�3}h�e�9�Z}���}h�>�G�^�8�^}h� |a�9�b�,�l���9�,��� �b� |a}d�h|a�h�Z���h�,}h�Z���]�,� �j������� }m�>�f� �>�,}h�%�3�9� �h�,� �9�g� |a}



���h�\�3� }��S�9�I�e|a��� �	¨	�9�h�,�h~a} � �h�3� ����� �h���/�>�Z�h�^� �m��� ���9�Q�3��� |o� |a}\� �^���9}\�h�a�Q� |a}k������� }\�h�a}�� �
{�|a} � �h�3� ����� �h�b�	���W�h���b� �^���9}Q�3�a��� �,� ���b���W���9�,��� �a}��d�>�j�3� ¨	� � �a}��h�F� �>�,}h�%�3�9� �h�,� ���j�3}h� � }�}h�
���0�0����}h�>�����h�\�3� } �3� �a}���� � � �9�����o�^�h�a� �^� ��~a}h�p������� } �h�Z} �9}h�,}h�%�^� �a}�� �>� � �	� � �,� �9� �
�3�h�Z�h�3�9� � �^�,�>�a�h�,� ���8�,�j���h�\�3� }��L� �8� |a}Q������� }^�9� �Z}��h�,� ���j�h���e�3� �a}�� ��� � � }h~a}h��£E�a���a���3�]���h���
�\�a� �,� ¨,�Z}����9� �>�,� ��� �>�>�Z�h�^� � ���h� �3}l�3��}�� �	���j�]�a�h| ����� �h�a� �h�,� ���3� ��� ����� }�¨	� �>~a�h�Z� �h�>�^� �^���9}
�9}����h�Z� �9�,� ���d�Z}�¤��a� �Z}��S� |a�h��� |a}o���h�\�3� }��j� �\�9�a����}\�Z}��]�3���3��}\�3}\� |a}Q���h�^}^�h��}h~a}h�	�j� }h~a}����9�
� |a}��>�>�Z�h�^� � �

2 F a s t  C o m p u t a t i o n  o f  C h r o m a t i c  R e c e p t i v e  F i e l d s  
�b�a� �,� ¨,�Z}����9� �>�,� ���j�^}h� |a�9�a�L|a�h~a}^�3}�}h�j�3��}���� �g�����\�9�>�,}h�S~a����� ���b��� �a��}^� |a} ���
	
�
� � �/¥ �h�Z� �
� ��� � � �q�\�a� �,� ¨,�Z}����9� �>�,� ���§� �^���9}g�9}����h�Z� �9�,� ��� � ���^�9�Z� �^�h�Z� � �p�^���,� ~a�h�,}��f�>�§�g�9}���� �Z}j�,�
�Z}����a��}W� |a}\�����\�9�>�,�h�,� ���a���Y���a�]���9���^}h� |a�9�a�P�	����� �^���9}\�9}����h�Z� �9�,� ���8�h�a�m� �^���9}W�^�h�,�h|a� �9� �
 �a}j�9�L� |a}j}��h�Z� � }��]�P�3��}�� � ���^�8�,}��h|>�a� ¤��a}8�Z}��	}h�%�Z}��g�,�l��� � �3� �h�>�a� �9� � � £�� � � |a� �h|f� �^���9}
�Z}����9� �>�,� ��� � ���\�Z}����a��}��b�>�q�]�>�\�^� �9�b�3� �a}����^� �l�a���a¨	��~a}h�Z� �h�9�3� �9���������3� �9� � � ���>��� {�|a}
�Z}��]�a� �G�b�9�d}��>�9}s�9}h�,}��h�,� ��� �h�m� � � �Z}����9� �>�,� ��� � }h�Z}q�3��}�� �,� ��}�� }��h�^�Z}��9� ���3�g�	����}��>�9}
�9}h�,}��h�,� ���k�h�3|a� ��|e�Z}����9� �>�,� ��� �
�b�a� �,� ¨,�Z}����9� �>�,� ���8�9�Z�9��}��K��� �9� � ���F���9���d�9}h�a}h�Z��� � ¦�}��o�,�8�����\�9�>�,� �9�o�\�a� �,� �3� }k�����3� }��S�9�

�h�f� �^���9}m�>�b�Z}h�3}��h�,}��9� �p�]�>�\�^� �9�g�a���a¨	��~a}h�Z� �h�9�3� �9���3� �9� � �\�9�P�3� �a}����\�h�a���Z}�¨%���h�\�3� � �9�
�>�>�,� �T� |a}k� �^���9}e�Z}����a��}��o�,�8�^�]�^��� �T�>�>�\�3}h�P�9���3� �a}���� ��� �a�h|d�^�]� �%�a�h� �>�Z}e�3}����h�^} � �a� � �
���s� �\�a� �,� ¨,�Z}����9� �>�,� ��� �>�>�Z�h�^� � ���9���Q¢ �n� � �>�3� ������}��h�Z� � �>�>�Z�h�^� � ��� �9���Z� � |>�Q£Q�a���a¨
��~a}h�Z� �h�9�3� �9�q�3� �9� � �8�9�   �   �3� �a}���� � }h�Z}f�]�>�\�^}��s�h�e}����h|s� }h~a}��S�,�p�9�Z�9���a��}�� |a}��a}h�>�
�Z}����a��}�� �Z}����9� �>�,� ��� � }h~a}�� ��� �a�h| �>�>�Z�h�^� � �]� �%�a�h� �>�Z}�� � }h�Z} �3��}�� �,�������3�]� �%�a�h�§�	���]�
��� �9���Z� � |>�Q�\�	���W� �^���9}8��}����^}h�>�,�h�,� ���3£�}��>�9}m�9}h�,}��h�,� ���3£��h�a�j�,�g������}�� }h�Z�h�,}m�����%�Z}�� �h�,� ���b�	���
�]�,}h�Z}����^�h�,�h|a� �9� ��� �a�	���%� �>�a�h�,}�� �3£������\�9�>�,� �9�g�Q�>�>�Z�h�^� �j�>�b�h~a}h�Z���9� �9�j�a���a¨	��~a}h�Z� �h�9�3� �9�
� � �a�9� � �W�Z}��]�a� �,}��b� �f�]�>�E�]�,�h�>�,� ������� � ����� �9� ��� �a�h|b��� � ����� �9�g���F�^�a�]�I�a���,� ��}��h�3� }m���e�m� �h�]�9}
�����\�3���a}h�>�I�9�����9�9� �,� ~a}k�Z�h�a�9���n�a�9����}^�9}h�a}h�Z�h�,}��8�>��� �^���9}k� �Z�h�3��� �h�,� ��� ��� �a�h|8�a�9����}^���h�
�Z}h�a�9}h�Y�^�a�]�/� �^���9}S�h�a��� �3��������� �9���Z� � |>�Q���>�>�Z}�� � �h�3� } �
{�|a} �9�Z���3� }h� �9�f��}����^}h�>�,�h�,� ��� �h�a� ��� ���K��� �	� ���h�,� ��� �9���,}h�>� �>�Z}��q� }�� � �>�>�\�3}h�p�9�

�Z}���}��h�Z�h|a}h��� �,� � �9� � �	��� �9}h�a}h�Z��� ¨,�9�>�%�3�a��} �\�a� �,� ¨,�Z}����9� �>�,� ��� �Z}h�9�Z}���}h�>�,�h�,� ���3� ��� �>�%�
�9�Z���3�a��}�� �q�\�a� �,� ¨,�Z}����9� �>�,� ��� �>�>�Z�h�^� � ��� �9���Z� � |>� �3��� �9� �]�^�9��� |a� �9� � � � | ��~a}h�Z� �h�9�3� �9�
� � �a�9� � � ��	9����� }�� ��|>�G�L�	����� |a}Q�]�^�9��� |a� �9�d�	� � �,}h��� � }h�Z}k���9�,��� �a}��o�>�m�3�a�]� �a� �h�,� �9�8�^��}h���9�
�	���>���9�Z� �a��� �3� }�� � {�|a}���}§�9�Z� �a��� �3� }��g�Z}��]�a� �,}�� � � � |a}§�3��} �9�j�§�^��� � � |a�h�d��}h�%~a}��b���b�
�]�^�9��� |a� �9� �	� � �,}h�d�	���m�Z}h�3}��h�,}��s�Z}�¨%���h�\�3� � �9� ��� |a� � }q�]�^�9��� |a� �9� � � � | � |a}���}l�^��� � �j�9� �
�Z}����a��}L�a�9����}�£E��� ���a� �	� ���h�>�Y��� � ����� �9�Q}��	�	}��h�G���]�,� � �E�Z}h�^��� �a}�� � �f���Z}���~a}h��£ � �>�%� � ���>�>�Z�h�^� � � ���
�a����������� }S� �>~a�h�Z� �h�>� �
�F�>�Z� �9�j� |a���F�3}h�Z� �9�a£��^|a��� �	¨	�9�h�,�h~a}m������� }�¨	� �>~a�h�Z� �h�>���>�>�Z�h�^� ����� �9���Z� � |>� � ���L�9�Z���3�a��}��

�3����}�� ��� �����3��� �9}h�Z�h�,� ���3�d�,�Z��� ��� ���a���F�9�Z�9��}��K��� �9� � � ��� {�|a���d��� �9���Z� � |>� � ���d}h�>�3� � ��� �,� �
�9}���� ���a}��8�,�8�^��� �>�,��� �d� |a}o���h�^}o���h�\�3� }��j� �\�9�a����}k�Z}��]�3���3��}Q�h��}����h|j� }h~a}�� �E¢ �^���9}�� � }h�Z}
�]�^�9��� |a}����>�l�8¡F�h�3�K��� �h�l�	� � �,}h�e�9}���� ���a}����,�b�h~a�9� �b��� � ����� �9�g}��	�	}��h�G� ��� �a�	���%� �>�a�h�,}�� �3£Y� |a}
�3��}e�9��� �h�]�9}� ¢"! ¡F�h�3�K��� �h�m�	� � �,}h����� }��^�,�o�����\�9�>�,� �9�^�,� �^}������Q� |a}e���Z�9}h�I�9���h�^|a���>�I�	���I�
��� �9�9� }S� �^���9} �
� ��� |a}Q�^� �9¨ ��� � �
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)J�� �4 σ \-] = 4 B �����2���M����8 ���-�I���M�7��NO$�8 �"43�<;3$,��;=��� 4,�6� ���5�  �$,���p�<;� ���� ���_��p���<�SE,�#�� �45� ����$,��;,!"�M�[�V�-������$��"���<�"4Rq
r s t u v w x = r y t z u v z x�����H���M����8 �V�-�#�3�7�"j=���� �!"�L;,9I�7� E= ��"8-�Q�  iW#��� !��iZ�;=� �i� ���L�7��NO$�8 �5�����<�O�� �4P� ���L�7!"�"8 �O9:�"!��<;=�

E=��;=W{�  |$�;=W2���7�};,9O1 BI~ �O�"�"!������<�SE,�M)#�� X�  ��<���bN3�"4,� ���<�����M����8 �H9:;=�3$&% '( �) *,+L$,��;=��� 4,�M���� �7!"�"8 �  ,EO;,9R� ���#� NO$,��8-�7�����M��$�;= ��7� B�����XT��<���"8 E,;=��� � ��N�4,�"9:�  ��"4|��Z�;=�����-���"�M�7� 8 g|E,�� ������"8 � �M�"4��<;�1��<��Z�g�����$�8 �"!"�  ,E�� ���
������� ��Z�8 �6 3W2� � �3_�)�g B �����-�U�  �$,�����7� E= ��"8p�-�U!����� ,E,�"4P9<��;=N�$�'( ,+Y;,9>�7� �M�Q���7��NO$�8 �#�<;O$�'(_�) g,+
;,9&�7� �M�U�H/ B"a ;=W2�������7)D� ���#h2�����[�7� �� H*����b ��"8��-�Y�7��$�������Z�8 ��q

g(x, y,σ) = e
− � � + � ��

σ � = e
− � ��

σ � * e
− � ��

σ �
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��3�� ���.4�5�!)6$7�8�9:	��������� ����� ����<;��������=� ���)	����>����3?	��������� ����� ������ � � �)@��������1� ��"�2��&"��� ��
4�5�!)6����-$� ���0�2�/�>��� ��� �'$+�A��2��&"� -,�B�?��C4�5�!)6���� '����2� � ��& ;

4 E x p e r i m e n t a l  c o m p a r i s o n  o f  f a s t  G a u s s i a n  f i l t e r s  

D�EBF
 G?H�I1J�KCH�L�I�I�M H�N.O�M P J>Q/R(I

9)� '�� �����S3T� � �����1�0	����*��$-��/�1� '����-C���1� �'���� � �����=�$-�� �2��	��U5WVYXTZ06[���?�2��	����1�1� ���$5TX�XTZ06[3T����& ;������
-�� �2��	���3T����&\�B�0��*������ ���-��/�]�$3T� �� ���^���&,*����=��3?�1��&,+�� �/�]��3U� ���$-��/�1� �2��-�� &,+����B�1�^�2�/�>+�����1��;
�����_�2��	����1�1� ���`3T����&a�B�"-��/�1� '����-b�/�"�_�2����� �b��3^+���� A����&"� ���B�"� c� ���_d`-���&"��� �;fe]� ���>���2�
���-����^	��������� ����� ��g+��2����� -��/���C� ��� �2-_&"��� ����-g3T���h-��/�1� '��� �'g@��������1� ��`3T� � �����1�i*�A`	��/�1	���-��
	��������� ����� ���;������,3T��� � ����� �'_�1��	���� ��_	���&,+����2�/�]� ���/�1�$� ���2���)� &,+�� ��&"���������� ���&"��� ����-��03T���
�"7�8�9j@��������1� ��C3T� � �����k;
D�EBFlEBF

 m]n�QiGfo1pjM q.r�P Q�q.Q�N
J>H�J>M s�N.s�OUH,KCH�L�I�I�M H�N
����� �1� &,+�� �/�>�[&"������h���`� &,+�� ��&"����=��-�� '�� �����?@��������1� ��t3T� � �����^�B�h���t�1��&,+�� �C� ����@��������1� ��
3����	���� ��u���C� ����('����.&,��� ��� +�� �/�g��3��?v2;]VS���

σ w 7(�h�x�2���/�1�����*�� Ay'�����-y��+�+��2��#�� &"����� ��z�B���*������ ���-$���1� �',�0�������������� -�� �C��3S{$+�� #����B�<;l�����B�f'�� ���/�

G(x) =  e
|�}<~�

3T���f� ����('����U����� ���/�?��3�#C� )� ���0�2���'��0#
∈ � 8��
�l���1;

D�E �
 �iM N�s�q.M H�P�O�M P J>Q/R(I

�h� ���&"� ����3T� � �����1�=���2����*������ ���-,��� � ��	��/�1	���-���-"	��������� ����� ��"��3U�i����������
3T� � �����?	���&,+����1��-C��3
� 7(�S7��1;l�����h	�����3T3T� 	�� ����W�?3T���U� ���0�� �C3T� � �����f� )� ���^�1���2� �/���l*��>5W&C62�����2�h-���3T� ���-$*�AY�

b � (m) = [1,1]� �
�h�����2� � ���g��#�+��������$��b-���������/�$c��������8T	��������� ����� ����<;������g�1���i��3^3T� � �����)	�����3T3T� 	�� ����W�,�B�
����� ��������h �/�=� ����*�� ���&"� ���U�1���2� �/���
��3����� 	���&,+�������-"���1� �'"�U�/�1	���� � �=� �2� ���'�� ��;������B�0�1���2� �/�
+��2����� -���� ����*��/�>��5�� ���/�>�f�>��&\��3[�1�������2�/�0�����2���>6=��+�+��2��#�� &"����� ��������$@��������1� ��.3����	���� ��"*�A
��"� ����('����?	�����3T3T� 	�� ����Y�1���������	��h��3S3T� �� ���h-����2����� ���;l�����0+��2��+�������� �/�?��3�� ���0*�� ���&"� ����3T� � �����1�
���2�)+�������� 	���� ���2� Ag���/��A ���_	���&,+�������;�VS���i��#���&,+�� �/�Y3T���=� ���$�� �[*�� ���&"� ���Y*��>5W&C62��� �����2�,���2�$
	�����3T3T� 	�� ����W�����h�����1�$�>��&%�B�?� � ;������h&"� -�+���� ��S5����[	���������[��3U'��2����� � A�6?�B�?� ����	�����3T3T� 	�� ����W�=���
m =

n

2

���-$� ���0�����2� ���	��h�B� σ � =
n

4

;
�����^*�� ���&"� ���Y3T� � �����1�[*���5W&C6�5W��� � ��	�����3T3T� 	�� ����W� � 7(���
��7��T6?���-,*���5W&C6?5W��� � ��	�����3T3T� 	�� ����W�

� 7(���
�������
�S7��T6����2�h��3U�>+���	�� ����� ������2�/�>��;l�����0VS�����2� ���U� �2����13T����&���3�*���5W&C6`�B�?�^�1� �'�� �0+����2� ��-��3=�C	����1� ��C��.+�� ����3T����&����-�� �����i�B�i�$&"����������� 	,� ����8�+��/���i3T� � �����=��� � �.����2� +�+�� �/�i� .� ���
�>����+,*����-��

�]�2�
ω � = � + �f����� ω( )



� � �	��g� ���t�������8T���2-����,*�� ���&"� ���B�����2�t��������8T	��������� ����� �������3�� ���B��3T� � �����1�[� ����� �)VS�����2� ���
� �2����13T����&��h���2�)+��������1�h��3?�i��5

ω
60���-�� �����]�������$����2� +�+�� �/�i� .� ���C�>����+ *����-
;������,3T� � �����1�

*���5W&C6x���- *���5W&C6 ������� �����2� ���	��/�c��3��
; � ���- 7(�)�2�/�>+���	���� ����� A�;$�����y3T� � �����x�B�t*���5W&C6
������� ����� ����h���c*���5W&C6.�g*���5W&C6�;[���������]�

σ w 7_@��������1� ���3T� � �����C	���c*��`	���&,+�������- *�Ac� ���	��������� ����� ����0��� � �.� ���$���������� � 7(���
�[7��=���f�,	����>�f��3f� ����&,��� ��� +�� � 	������ ����i���-��g��-�-�� ��� ����+����U+�� #����W;
D�E ��EBF

 p)Q���LYR(I�M ��QhO�M P J>Q/R(I
Zi��	����1�1� ���`� &,+�� ��&"���������� ����C��3�@��������1� ��b3T� � �����1�)������� *����� +��2��+����1��-x*�A 9)���2� 	���� � 7�������- *�A	�)� � ���W��
)�����'_���-��)����*������ � 7�7��1;
�?�.&"��� ������ `�>��� 3��?� ������2� ���	��C5����0d/���2�.+����/�1�(62�� ����3T� � �����^�B��� &,+�� ��&"�������-`�/����	��/�1	���-��"��3]3T���������2-g���- *���	��������2-g-�� 3T3T���2���	��"����������� ����
��� � �)�2����� 8������ ����-,	�����3T3T� 	�� ����W��*Y;

����������������
v[n] = αx[n]− b � v[n − i]� = �

�
∑

���� "!�#� �$�%
y[n] = αv[n]− b & y[n + i]& = '

(
∑

)+* , -/. α =1+ b 00 = 1

2
∑

354 * 4 ,76�896;:<,7* 4�=?> 89@ > 6�8A, BC@�DE896�F�GH8I:I* J�6KDL* M ,76�8I:N*O:P, -�Q�,R, -�6 4 GHSRTU6�8P@�D�@ > 6�89Q�,7* @ 4 :�*O:
* 4�V 6 > 6 4�V 6 4 ,W@�DW, -�65J�Q�89* Q 4 F�6X@�DW, -�6XDL* M ,76�8Y.HZ 4 , -�6XDL@�M M @[)+* 4�= )+6+F�@ 4 :I* V 6�8\896�F�GH8I:I* J�6+DL* M ,76�8I:
@�DW:I* ];6�^`_WaU.
b�c d

 egf�h/i f�j�k f�l�f�mnfRo/k pApAq;r�q�l/j�q�s�pWtuf�v/m"m"k f�l/m
3wV * DLDL6�896 4 F�65@�DWx+Q�GU:":I* Q 4 :ny{z`@�x5|\*O:\)+* V 6�M B`GU:I6 V Q;:}Q 4 Q >�> 89@[~�* S�Q�,7* @ 4 DL@[8W, -�6g�}Q > M Q�F�* Q 4
@�D�Qwx+Q�GU:":I* Q 4 . 3 x+Q�GU:":I* Q 4 M @[)+� > Q;:": > BH89Q�S�* V *O:�, -HGU:�6�Q;:I* M B�GU:I6 V ,7@�F�@[S > GH,76wQ
�}Q > M Q�F�* Q 4�> BH89Q�S�* V .��`@[)+6�J�6�8I�U, -�6 > 896�F�*O:I* @ 4 @�D�, -�*O:gQ >�> 89@[~�* S�Q�,7* @ 4 *O:�89Q�896�M B�:<, G V * 6 V .�Z 4
89Q V * Q�MUDL@[8ASE��, -�6 4 @[8AS�Q�M * ];6 V �}Q > M Q�F�* Q 4 *O:}Q5:I6�F�@ 4�VRV 6�89* J�Q�,7* J�6;� = * J�6 4 THB��

∇ � G(r,σ) =
r � − σ �
σ � 2π

e
− �
�
�{�

σ �

� -�6 V * DLDL6�896 4 F�6�@�D�x+Q�GU:":I* Q 4 :}*O:��

DOG(r,σ �<�<� ) =
1

σ � 2π
e

−
�� �
�

σ
�

–
1

σ �<�<� 2π
e

−
� � �
�

σ � � ��

35>�> 89@[~�* S�Q�,7* 4�= , -�6��}Q > M Q�F�* Q 4 )+* , - Q V * DLDL6�896 4 F�6¡@�D¢x+Q�GU:":I* Q 4 :£896�¤[G�* 896;:£, -�6
: > 6�F�* DL* F�Q�,7* @ 4 @�D�, -�6�, )+@ > Q�89Q�S�6�,76�8I: σ ¥ Q 4�V σ ¦L§{¨ .+©�GH8�x+Q�GU:":I* Q 4ª> BH89Q�S�* V?> 89@[J�* V 6;:x+Q�GU:":I* Q 4 :�* 4 :IF�Q�M 6K:<,76 > :I* ];6;:P@�D « :I@¬, -�Q�,

σ  = ® σ ¯ ° ± . � @ V 6�,76�8AS�* 4 6�, -�6 σ @�Du, -�6
F�@[8A896;: > @ 4�V * 4�= �}Q > M Q�F�* Q 4 ��)+65)�89@[,76XQ`:I* S > M 6`:IF�89* > ,W:I6�Q�89F�-EDL@[8\, -�6�J�Q�M G�6+@�D σ DL@[8\)�-�* F�-, -�6N:<GHS¡@�D`:I¤[G�Q�896;:u@�D�, -�6 V * DLDL6�896 4 F�6P*O:`S�* 4 * S�* ];6 V . � -�6	S�* 4 * SRGHS�6�8A89@[8R6 4 6�8 = B�)+Q;:



@[T�,7Q�* 4 6 V )�-�6 4 σ � � � _��;.���� σ ¦L§{¨ .	��* = GH8965a�:<-�@[)X:`, -�6 V * DLDL6�896 4 F�6	TU6�, )+6�6 4 Q	�}Q > M Q�F�* Q 4 * 4
89Q V * Q�MUDL@[8AS Q 4�V Q V * DLDL6�896 4 F�6�@�D�x+Q�GU:":I* Q 4 : .

−6 −4 −2 0 2 4 6
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8
binomial DOG
DOG
real laplacian


�� ������������	������� ��! "#��$�"%��&'��()�)*�+%� ��* �),)! � $�-.( �#"0/�"1��()�)*�23��45� $�6�7�! $����8! �)*�23��49&����
σ : ; < = = � $�6

σ > = ? σ @ A B � $�6
σ C D E = F G H

0 2 4 6 8 10 12
0 

5 

10

15

level of the pyramid

%
 o

f e
rr

or

error Laplacian−binomial DOG
error Laplacian−real DOG

I%J K�L�M)NPO'Q.RS-.�)* /�� T ! ��$8��&��),), /����), U���&�� ��������V.! �8� T ! ��$8��&��	+%� ��* �),)! � $�W�! T X8�	7�! $����8! �)*�23��4�Y

Z�[]\_^ `�a�bdcfehg8ikjml'npo�l�qsr'a�t�c�uwvx^ t y{z�^ [hl�q|^ i�}~o�l'c�����^ o�^ c�[�t0��i�[hu]i�jml'npo�l�qsr'a�t�c�u
a�� ^ ['`�i�[�\%Z���nxi�a���� ^ i�[�i�bdcmo�l�qsr�i�bdc�u|t�l�ixt b#ahcx��i�r�} i�o�^ i�[S�h�	yhcx\%Z��]jml'n�u'c�q|l�[���t bdi�t�c��
i~o�l�[���t�i�[�t�c�b#bdl�b�l'�	i�r'r'bdl��h^ q|i�t�c�} ���1� e���i�t_i�} }%� o�i�} c������	yhcf�f^ [hl�q|^ i�}�jml'n���t�i�b#t0��vx^ t y�i�[
c�b#bdl�b�l'�f��e���z'a�t%bdi�r�^ u'} ��u'c�� o�c�[huh��t�l�q|i�t�o�y|t yhc~�1� e���c�b#bdl�b�l'��t yhc8\%Z��]^ qsr�} c�q|c�[�t�i�t�^ l�[
z��mt yhc3t yh^ bdus^ q|i�`'cfl'�St yhc3r���bdi�q|^ u1�

�	yhc~z�^ [hl�q|^ i�}%r���bdi�q|^ u�z�i�� c�u�l�[�t yhcx�mc�b#[hc�}_��^ } t�c�b8� ��gh 1g1ehgh 1g���¡Pr'bdl�¢h^ u'c���t yhcm��i���t�c���t
^ qsr�} c�q|c�[�t�i�t�^ l�[�l'��t yhc£q|c�t yhl'uh�¤t�c���t�c�u1�8�	yhcwc���r�c�bd^ q|c�[�t0�5^ [hu'^ o�i�t�c£t yhi�t�t yh^¥�¤q|c�t yhl'u
r'bdl�¢h^ u'c�����ah����^ o�^ c�[�t�} ��i�o�o�a�bdi�t�cfi�r'r'bdl��h^ q|i�t�^ l�[���l�bPi3��i�r�} i�o�^ i�[S�

5 C o m p a r i s o n  o f  s c a l e  i n v a r i a n c e  
�	yhc�� o�i�} c|^ [�¢hi�bd^ i�[ho�c|l'��t yhc�^ qsr'ah}¥� cmbdc���r�l�[�� c���l�b�imr���bdi�q|^ u�vx^ t y

σ ¦0§ �xvxi��fc�¢hi�} ahi�t�c�u
l�[�i�[�^ q|i�`'cxvfyhc�bdcxt yhcmo�c�[�t bdi�}Sr�^ �hc�}Syhi��3ix¢hi�} ahcml'�f��¨'¨�i�[hu�i�} }%l�t yhc�b ��r�^ �hc�}¥��i�bdcm� c�t%t�l
© c�bdl1��nxi�a���� ^ i�[�ªS��bdi�q|^ uh�Pvx^ t y

σ ¦0§ ��vxc�bdc8o�l�qsr'a�t�c�uma�� ^ ['`mt yhc�t y�bdc�c8��^ } t�c�b	q|c�t yhl'uh��«.\%Z��
¬� §_®�¯ g���c�o�a�b � ^ ¢hc ¬� §�°�¯ i�[hu{�f^ [hl�q|^ i�}0���	vxl{jml'n±^ q|i�`'c���vxc�bdc²o�l�qsr'a�t�c�u]i�tsc�i�o�y
} c�¢hc�}�«



d ��� (i, j,k) = p� (i, j,k) − p � (i, j,k)

d ��� (i,j,k) = p � (i,j,k) − p� (i, j,k)
� } }_t y�bdc�cs��^ } t�c�b ��c���yh^ z�^ t�c�u�bdi�r�^ u�o�l�[�¢hc�b�`'c�[ho�c~t�l�i�� o�i�} c���^ [�¢hi�bd^ i�[�tP^ qsr'ah}¥� c~bdc���r�l�[�� c��

\_l�b�c��hi�qsr�} c�g�t yhc9r�c�bdo�c�[�t�i�`'c�l'�so�yhi�['`'c5��l�bst yhc5o�c�[�t�c�bsr�^ �hc�}fi�tx} c�¢hc�}¥�	� § ��g 
1g �hg  {i�bdc
��yhl�vf[²��l�bmu ¦�� ¬ ^¥g �g � ¯ i�[huku � � ¬ ^¥g �g � ¯ ^ [�\_^ `�a�bdc��1�	�	yhc�� c�i�bdc�bdc�r'bdc�� c�[�t�i�t�^ ¢hc�l'�3t yhc�c�b#bdl�b �
l�z1� c�b#¢hc�u i�txl�t yhc�bsr�^ �hc�}3r�lh� ^ t�^ l�[������f[hc5o�i�[£[hl�t�c¤t yhi�tft yhc5^ [�¢hi�bd^ i�[ho�c9c�b#bdl�b���l�b�u ¦�� ^¥�
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