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Part 1

The dual calculus



Syntax and Judgements

Terms M,N ::= x | 〈M,N〉 | 〈M〉inl | 〈N〉inr | [K]not | (C).x̄

Co-terms K, L ::= x̄ | [K, L] | fst[K] | snd[L] | not〈M〉 | x.(C)

Commands C,D ::= M ·K

Γ . M : A; ∆

Γ; K : A / ∆

Γ . C / ∆



Type rules

Γ . M : A; ∆ Γ . N : B; ∆
&-R

Γ . 〈M,N〉 : A & B; ∆

Γ; K : A / ∆
&-L1

Γ; fst[K] : A & B / ∆

Γ; L : B / ∆
&-L2

Γ; snd[L] : A & B / ∆

Γ . M : A; ∆
∨-R1

Γ . 〈M〉inl : A ∨B; ∆

Γ . N : B; ∆
∨-R2

Γ . 〈N〉inr : A ∨B; ∆

Γ; K : A / ∆ Γ; L : B / ∆
∨-L

Γ; [K, L] : A ∨B / ∆



Type rules, continued

Id-R
Γ, x : A . x : A; ∆

Id-L
Γ; x̄ : A / x̄ : A,∆

Γ; K : A / ∆
¬-R

Γ . [K]not : ¬A; ∆

Γ . M : A; ∆
¬-L

Γ; not〈M〉 : ¬A / ∆

Γ . C / x̄ : A,∆
µ

Γ . (C).x̄ : A; ∆

Γ, x : A . C / ∆
λ

Γ; x.(C) : A / ∆

Γ . M : A; ∆ Γ; K : A / ∆
Cut

Γ . M ·K / ∆



Part 2

Call-by-value



Call-by-value reductions

Values V,W ::= x | 〈V,W 〉 | 〈V 〉inl | 〈W 〉inr | [K]not

(β&1) 〈V,W 〉 · fst[K] ⇒v V ·K
(β&2) 〈V,W 〉 · snd[L] ⇒v W · L

(β∨1) 〈V 〉inl · [K, L] ⇒v V ·K
(β∨2) 〈W 〉inr · [K, L] ⇒v W · L

(η&) 〈(V · fst[x̄]).x̄, (V · snd[ȳ]).ȳ〉 ⇒v V

(η∨) [x.(〈x〉inl ·K), y.(〈y〉inr ·K)] ⇒v K



Call-by-value reductions, continued

Evaluation context E ::= { } | 〈E,M〉 | 〈V,E〉 | 〈E〉inl | 〈E〉inr

(β¬) [K]not · not〈M〉 ⇒v M ·K
(η¬) [x.(V · not〈x〉)]not ⇒v V

(βλ) V · x.(C) ⇒v C{V/x}
(ηλ) x.(x ·K) ⇒v K

(βµ) (C).x̄ ·K ⇒v C{K/x̄}
(ηµ) (M · x̄).x̄ ⇒v M

(Name) E{M} ⇒v (M · x.(E{x} · z̄)).z̄, if M 6= V



Part 3

Call-by-name



Call-by-name reductions

Covalues P,Q ::= x̄ | [P,Q] | fst[P ] | snd[Q] | not〈M〉

(β&1) 〈M,N〉 · fst[P ] ⇒n M · P
(β&2) 〈M,N〉 · snd[Q] ⇒n N ·Q

(β∨1) 〈M〉inl · [P,Q] ⇒n M · P
(β∨2) 〈N〉inr · [P,Q] ⇒n N ·Q

(η&) 〈(M · fst[x̄]).x̄, (M · snd[ȳ]).ȳ〉 ⇒n M

(η∨) [x.(〈x〉inl · P ), y.(〈y〉inr · P )] ⇒n P



Call-by-name reductions, continued

Evaluation cocontext F ::= { } | [F,K] | [P, F ] | fst[F ] | snd[F ]

(β¬) [K]not · not〈M〉 ⇒n M ·K
(η¬) not〈([x̄]not · P ).x̄〉 ⇒n P

(βλ) M · x.(C) ⇒n C{M/x}
(ηλ) x.(x ·K) ⇒n K

(βµ) (C).x̄ · P ⇒n C{P/x̄}
(ηµ) (M · x̄).x̄ ⇒n M

(Name) F{K} ⇒n z.((z · F{x̄}).x̄ ·K), if K 6= P



Part 4

Duality



Duality

(X)◦ ≡ X

(A & B)◦ ≡ A◦ ∨B◦

(A ∨B)◦ ≡ A◦ & B◦

(¬A)◦ ≡ ¬A◦



(x)◦ ≡ x̄

(〈M,N〉)◦ ≡ [M◦, N◦]

(〈M〉inl)◦ ≡ fst[M◦]

(〈N〉inr)◦ ≡ snd[M◦]

([K]not)◦ ≡ not〈K◦〉
((C).x̄)◦ ≡ x.(C◦)

(x̄)◦ ≡ x

([K, L])◦ ≡ 〈K◦, L◦〉
(fst[K])◦ ≡ 〈K◦〉inl

(snd[L])◦ ≡ 〈K◦〉inr

(not〈M〉)◦ ≡ [M◦]not

(x.(C))◦ ≡ (C◦).x̄

(M ·K)◦ ≡ K◦ ·M◦



Call-by-value is dual to call-by-name

Γ . M : A; ∆

Γ; K : A / ∆

Γ . C / ∆

 iff


∆◦; M◦ : A◦ / Γ◦

∆◦ . K◦ : A◦; Γ◦

∆◦ . C◦ / Γ◦

M◦◦ ≡M

M ⇒v N

K ⇒v L

C ⇒v D

 iff


M◦ ⇒n N◦

K◦ ⇒n L◦

C◦ ⇒n D◦



Part 5

Call-by-value

Continuation-passing style



Continuation-passing style

(X)† ≡ X

(A & B)† ≡ A† ×B†

(A ∨B)† ≡ A† + B†

(¬A)† ≡ A† → R



(x)∗ ≡ λ̂z̄. z̄ x

(〈M,N〉)∗ ≡ λ̂z̄.M∗ (λ̂x.N∗ (λ̂y. z̄ (x, y)))

(〈M〉inl)∗ ≡ λ̂z̄.M∗ (λ̂x. z̄ (inl(x)))

(〈N〉inr)∗ ≡ λ̂z̄. N∗ (λ̂y. z̄ (inr(y)))

([K]not)∗ ≡ λ̂z̄. z̄ K∗

((C).x̄)∗ ≡ λx̄. C∗

(x̄)∗ ≡ λ̂z. x̄ z

([K, L])∗ ≡ λ̂z. case z of [inl(x) → K∗ x, inr(y) → L∗ y]

(fst[K])∗ ≡ λ̂z. case z of (x,−) → K∗ x

(snd[L])∗ ≡ λ̂z. case z of (−,y) → L∗ y

(not〈M〉)∗ ≡ λ̂z. K∗ z

(x.(C))∗ ≡ λx.C∗

(M ·K)∗ ≡ M∗ K∗



CPS preserves types and reductions

Γ . M : A; ∆

Γ; K : A / ∆

Γ . C / ∆

 iff


(Γ)†, (¬∆)† . M∗ : (¬¬A)†

(Γ)†, (¬∆)† . K∗ : (¬A)†

(Γ)†, (¬∆)† . C∗ : R

M ⇒v N

K ⇒v L

C ⇒v D

 iff


M∗ ⇒ N∗

K∗ ⇒ L∗

C∗ ⇒ D∗



Part 6

Call-by-name

Continuation-passing style



Continuation-passing style

(X)† ≡ X

(A & B)† ≡ A† + B†

(A ∨B)† ≡ A† ×B†

(¬A)† ≡ A† → R



(x)∗ ≡ λ̂z̄. x z̄

(〈M,N〉)∗ ≡ λ̂z̄. case z̄ of [inl(x̄) → M∗ x̄, inr(ȳ) → N∗ ȳ]

(〈M〉inl)∗ ≡ λ̂z̄. case z̄ of (x̄,−) → M∗ x̄

(〈N〉inr)∗ ≡ λ̂z̄. case z̄ of (−,ȳ) → N∗ ȳ

([K]not)∗ ≡ λ̂z̄.M∗ z̄

((C).x̄)∗ ≡ λx̄. C∗

(x̄)∗ ≡ λ̂z. z x̄

([K, L])∗ ≡ λ̂z. K∗ (λ̂x̄. L∗ (λ̂ȳ. z (x̄, ȳ)))

(fst[K])∗ ≡ λ̂z. K∗ (λ̂x̄. z (inl(x̄)))

(snd[L])∗ ≡ λ̂z. L∗ (λ̂ȳ. z (inr(ȳ)))

(not〈M〉)∗ ≡ λ̂z. z M∗

(x.(C))∗ ≡ λx.C∗

(M ·K)∗ ≡ K∗ M∗



CPS preserves types and reductions

Γ . M : A; ∆

Γ; K : A / ∆

Γ . C / ∆

 iff


(∆)†, (¬Γ)† . M∗ : (¬A)†

(∆)†, (¬Γ)† . K∗ : (¬¬A)†

(∆)†, (¬Γ)† . C∗ : R

M ⇒n N

K ⇒n L

C ⇒n D

 iff


M∗ ⇒ N∗

K∗ ⇒ L∗

C∗ ⇒ D∗



Part 7

Functions



Functions

Γ, x : A . N : B; ∆
→-R

Γ . λx.N : A → B; ∆

Γ . M : A; ∆ Γ; L : B / ∆
→-L

Γ; M @ L : A → B / ∆

(β →) (λx.N) · (M @ L) ⇒v M · x.(N · L)

(η →) λx. (V · x @ ȳ).ȳ ⇒v V

A → B ≡ ¬A ∨B

λx.N ≡ (〈[x.(〈N〉inr · z̄)]not〉inl · z̄).z̄

M @ L ≡ [not〈M〉, L]
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Conclusions
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