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Duals

A & ¬A = ⊥
A ∨ ¬A = >

A & (B ∨ C) = (A & B) ∨ (A & C)

A ∨ (B & C) = (A ∨B) & (A ∨ C)
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Part 1

The sequent calculus



Logical rules

Γ → Θ, A Γ → Θ, B
&R

Γ → Θ, A & B

A,Γ → Θ

A & B,Γ → Θ

B,Γ → Θ
&L

A & B,Γ → Θ

Γ → Θ, A

Γ → Θ, A ∨B

Γ → Θ, B
∨R

Γ → Θ, A ∨B

A,Γ → Θ B,Γ → Θ
∨L

A ∨B,Γ → Θ

A,Γ → Θ
¬R

Γ → Θ,¬A

Γ → Θ, A
¬L

¬A,Γ → Θ



Structural rules

Id
A,Γ → Θ, A

Γ → Θ, A A,Γ → Θ
Cut

Γ → Θ



Part 2

The dual calculus



Syntax and Judgements

Type A,B ::= X | A & B | A ∨B | ¬A

Term M,N ::= x | 〈M,N〉 | 〈M〉inl | 〈N〉inr | [K]not | (S).x̄

Co-term K, L ::= x̄ | [K, L] | fst[K] | snd[L] | not〈M〉 | x.(S)

Statement S, T ::= M •K

Environment Γ ::= x1 : A1, . . . , xn : An

Coenvironment Θ ::= x̄1 : A1, . . . , x̄n : An

Term judgment Γ . Θ | M : A

Coterm judgment K : A | Γ / Θ

Statement judgment Γ . S / Θ



Logical rules

Γ . Θ | M : A Γ . Θ | N : B
&R

Γ . Θ | 〈M,N〉 : A & B

K : A | Γ / Θ

fst[K] : A & B | Γ / Θ

L : B | Γ / Θ
&L

snd[L] : A & B | Γ / Θ

Γ . Θ | M : A

Γ . Θ | 〈M〉inl : A ∨B

Γ . Θ | N : B
∨R

Γ . Θ | 〈N〉inr : A ∨B

K : A | Γ / Θ L : B | Γ / Θ
∨L

[K, L] : A ∨B | Γ / Θ

K : A | Γ / Θ
¬R

Γ . Θ | [K]not : ¬A

Γ . Θ | M : A
¬L

not〈M〉 : ¬A | Γ / Θ



Structural rules

IdR
x : A,Γ . Θ | x : A

IdL
x̄ : A | Γ / Θ, x̄ : A

Γ . S / Θ, x̄ : A
RI

Γ . Θ | (S).x̄ : A

x : A,Γ . S / Θ
LI

x.(S) : A | Γ / Θ

Γ . Θ | M : A K : A | Γ / Θ
Cut

Γ . M •K / Θ



Derived rule

Id
x : A,Γ . x • x̄ / Θ, x̄ : A

≡
IdR

x : A,Γ . Θ, x̄ : A | x : A
IdL

x̄ : A | x : A,Γ / Θ, x̄ : A
Cut

x : A,Γ . x • x̄ / Θ, x̄ : A



Derived rules

Γ . Θ, x̄ : A | M : A
RE

Γ . M • x̄ / Θ, x̄ : A

≡

Γ . Θ, x̄ : A | M : A
IdL

x̄ : A | Γ / Θ, x̄ : A
Cut

Γ . M • x̄ / Θ, x̄ : A

K : A | x : A,Γ / Θ
LE

x : A,Γ . x •K / Θ
≡

IdR
x : A,Γ . Θ | x : A K : A | x : A,Γ / Θ

Cut
x : A,Γ . x •K / Θ



Example: Excluded middle

IdR
x : A . z̄ : A ∨ ¬A | x : A

∨R
x : A . z̄ : A ∨ ¬A | 〈x〉inl : A ∨ ¬A

RE
x : A . 〈x〉inl • z̄ / z̄ : A ∨ ¬A

LI
x.(〈x〉inl • z̄) : A | / z̄ : A ∨ ¬A

¬R
. z̄ : A ∨ ¬A | [x.(〈x〉inl • z̄)]not : ¬A

∨R
. z̄ : A ∨ ¬A | 〈[x.(〈x〉inl • z̄)]not〉inr : A ∨ ¬A

RE
. 〈[x.(〈x〉inl • z̄)]not〉inr • z̄ / z̄ : A ∨ ¬A

RI
. | (〈[x.(〈x〉inl • z̄)]not〉inr • z̄).z̄ : A ∨ ¬A



Example: Confluence

(w • x̄).x̄ • y.(y • z̄)

↙ ↘
w • y.(y • z̄) (w • x̄).x̄ • z̄

↘ ↙
w • z̄



Example: Non-confluence

(u • v̄).w̄ • x.(y • z̄)

↙ ↘
u • v̄ y • z̄



Part 3

Call-by-value



Call-by-value reductions

Values V,W ::= x | 〈V,W 〉 | 〈V 〉inl | 〈W 〉inr | [K]not

(β&)v 〈V,W 〉 • fst[K] ⇒v V •K

(β&)v 〈V,W 〉 • snd[L] ⇒v W • L

(β∨)v 〈V 〉inl • [K, L] ⇒v V •K

(β∨)v 〈W 〉inr • [K, L] ⇒v W • L

(η&)v 〈(V • fst[x̄]).x̄, (V • snd[ȳ]).ȳ〉 ⇒v V

(η∨)v [x.(〈x〉inl •K), y.(〈y〉inr •K)] ⇒v K



Call-by-value reductions, continued

Evaluation context E ::= { } | 〈E,M〉 | 〈V,E〉 | 〈E〉inl | 〈E〉inr

(β¬)v [K]not • not〈M〉 ⇒v M •K

(η¬)v [x.(V • not〈x〉)]not ⇒v V

(βL)v V • x.(S) ⇒v S{V/x}
(ηL)v x.(x •K) ⇒v K

(βR)v (S).x̄ •K ⇒v S{K/x̄}
(ηR)v (M • x̄).x̄ ⇒v M

(ς)v E{M} ⇒v (M • x.(E{x} • z̄)).z̄, if M 6= V



Part 4

Call-by-name



Call-by-name reductions

Covalues P,Q ::= x̄ | [P,Q] | fst[P ] | snd[Q] | not〈M〉

(β&)n 〈M,N〉 • fst[P ] ⇒n M • P

(β&)n 〈M,N〉 • snd[Q] ⇒n N •Q

(β∨)n 〈M〉inl • [P,Q] ⇒n M • P

(β∨)n 〈N〉inr • [P,Q] ⇒n N •Q

(η&)n 〈(M • fst[x̄]).x̄, (M • snd[ȳ]).ȳ〉 ⇒n M

(η∨)n [x.(〈x〉inl • P ), y.(〈y〉inr • P )] ⇒n P



Call-by-name reductions, continued

Evaluation cocontext G ::= { } | [G, K] | [P,G] | fst[G] | snd[G]

(β¬)n [K]not • not〈M〉 ⇒n M •K

(η¬)n not〈([x̄]not • P ).x̄〉 ⇒n P

(βL)n M • x.(S) ⇒n S{M/x}
(ηL)n x.(x •K) ⇒n K

(βR)n (S).x̄ • P ⇒n S{P/x̄}
(ηR)n (M • x̄).x̄ ⇒n M

(ς)n G{K} ⇒n z.((z •G{x̄}).x̄ •K), if K 6= P



Part 5

Duality



Duality

(X)◦ ≡ X

(A & B)◦ ≡ A◦ ∨B◦

(A ∨B)◦ ≡ A◦ & B◦

(¬A)◦ ≡ ¬A◦



(x)◦ ≡ x̄

(〈M,N〉)◦ ≡ [M◦, N◦]

(〈M〉inl)◦ ≡ fst[M◦]

(〈N〉inr)◦ ≡ snd[M◦]

([K]not)◦ ≡ not〈K◦〉
((S).x̄)◦ ≡ x.(S◦)

(x̄)◦ ≡ x

([K, L])◦ ≡ 〈K◦, L◦〉
(fst[K])◦ ≡ 〈K◦〉inl

(snd[L])◦ ≡ 〈K◦〉inr

(not〈M〉)◦ ≡ [M◦]not

(x.(S))◦ ≡ (S◦).x̄

(M •K)◦ ≡ K◦ •M◦



Call-by-value is dual to call-by-name

Γ . Θ | M : A

K : A | Γ / Θ

Γ . S / Θ

 iff


M◦ : A◦ | Θ◦ / Γ◦

Θ◦ . Γ◦ | K◦ : A◦

Θ◦ . S◦ / Γ◦

M◦◦

K◦◦

S◦◦

 ≡


M

K

S

M ⇒v N

K ⇒v L

S ⇒v T

 iff


M◦ ⇒n N◦

K◦ ⇒n L◦

S◦ ⇒n T ◦



Part 6

Call-by-value

Continuation-passing style



Continuation-passing style

(X)V ≡ X

(A & B)V ≡ AV ×BV

(A ∨B)V ≡ AV + BV

(¬A)V ≡ AV → R

(x)V ≡ x

(〈V,W 〉)V ≡ 〈V V ,WV 〉
(〈V 〉inl)V ≡ 〈V V 〉inl

(〈W 〉inr)V ≡ 〈WV 〉inr

([K]not)V ≡ Kv



(x)v ≡ λ̂z̄. z̄ x

(〈M,N〉)v ≡ λ̂z̄.Mv (λ̂x.Nv (λ̂y. z̄ 〈x, y〉))
(〈M〉inl)v ≡ λ̂z̄.Mv (λ̂x. z̄ (〈x〉inl))

(〈N〉inr)v ≡ λ̂z̄. Nv (λ̂y. z̄ (〈y〉inr))

([K]not)v ≡ λ̂z̄. z̄ (λx.Kv x)

((S).x̄)v ≡ λ̂x̄. Sv

(x̄)v ≡ λz. x̄ z

([K, L])v ≡ λz. case z of 〈x〉inl → Kv x, 〈y〉inr → Lv y

(fst[K])v ≡ λz. case z of 〈x,−〉 → Kv x

(snd[L])v ≡ λz. case z of 〈−, y〉 → Lv y

(not〈M〉)v ≡ λz. Mv z

(x.(S))v ≡ λx. Sv

(M •K)v ≡ Mv Kv



Inverse CPS translation

(X)V ≡ X

(A×B)V ≡ AV & BV

(A + B)V ≡ AV ∨BV

(A → R)V ≡ ¬AV

(x)V ≡ x

(〈V,W 〉)V ≡ 〈V V ,WV 〉
(〈V 〉inl)V ≡ 〈V V 〉inl

(〈W 〉inr)V ≡ 〈WV 〉inr

(K)V ≡ [Kv]not

(λz̄. z̄ V )v ≡ V V

(λx̄. S)v ≡ (Sv).x̄



(λz. x̄ z)v ≡ x̄

(λz. case z of 〈x〉inl → K x, 〈y〉inr → Ly)v ≡ [Kv, Lv]

(λz. case z of 〈x,−〉 → K x)v ≡ fst[Kv]

(λz. case z of 〈−, y〉 → Ly)v ≡ snd[Lv]

(λz. z V )v ≡ not〈V V 〉
(λz. (λx̄. S) z)v ≡ not〈(Sv).x̄〉
(λx. S)v ≡ x.(Sv)

(x̄ V )v ≡ V V • x̄

(case V of 〈x〉inl → K x, 〈y〉inr → Ly)v ≡ V V • [Kv, Lv]

(case V of 〈x,−〉 → K x)v ≡ V V • fst[Kv]

(case V of 〈−, y〉 → Ly)v ≡ V V • snd[Lv]

(K V )v ≡ V V •Kv

((λx̄. S) K)v ≡ (Sv).x̄ •Kv



CPS preserves types and reductions

Γ . Θ | M : A

K : A | Γ / Θ

Γ . S / Θ

 iff


(Γ)V , (¬Θ)V . Mv : (¬¬A)V

(Γ)V , (¬Θ)V . Kv : (¬A)V

(Γ)V , (¬Θ)V . Sv : R

M ⇒v Nv

K ⇒v Lv

S ⇒v T v

 iff


Mv ⇒ N

Kv ⇒ L

Sv ⇒ T



A reflection on CPS

((M ′)v)v ≡ M ′

((K ′)v)v ≡ K ′

((S′)v)v ≡ S′

M ⇒v ((M)v)v

K ⇒v ((K)v)v

S ⇒v ((S)v)v

M ⇒v N

K ⇒v L

S ⇒v T

 implies


Mv ⇒ Nv

Kv ⇒ Lv

Sv ⇒ T v

M ′ ⇒ N ′

K ′ ⇒ L′

S′ ⇒ T ′

 implies


M ′

v ⇒v N ′
v

K ′
v ⇒v L′

v

S′
v ⇒v T ′

v



Part 7

Call-by-name

Continuation-passing style



Continuation-passing style

(X)N ≡ X

(A & B)N ≡ AN + BN

(A ∨B)N ≡ AN ×BN

(¬A)N ≡ AN → R

(x̄)N ≡ x̄

([P,Q])N ≡ 〈PN , QN 〉
(fst[P ])N ≡ fst[PN ]

(snd[Q])N ≡ snd[QN ]

(not〈M〉)N ≡ Mn



(x)n ≡ λz̄. x z̄

(〈M,N〉)n ≡ λz̄. case z̄ of fst[x̄] → Mn x̄, snd[ȳ] → Nn ȳ

(〈M〉inl)n ≡ λz̄. case z̄ of 〈x̄,−〉 → Mn x̄

(〈N〉inr)n ≡ λz̄. case z̄ of 〈−, ȳ〉 → Nn ȳ

([K]not)n ≡ λz̄.Kn z̄

((S).x̄)n ≡ λx̄. Sn

(x̄)n ≡ λ̂z. z x̄

([K, L])n ≡ λ̂z. Kn (λ̂x̄. Ln (λ̂ȳ. z 〈x̄, ȳ〉))
(fst[K])n ≡ λ̂z. Kn (λ̂x̄. z (fst[x̄]))

(snd[L])n ≡ λ̂z. Ln (λ̂ȳ. z (snd[ȳ]))

(not〈M〉)n ≡ λ̂z. z (λx̄. Mn x̄)

(x.(S))n ≡ λ̂x. Sn

(M •K)n ≡ Kn Mn



Inverse CPS translation

(X)N ≡ X

(A×B)N ≡ AN ∨BN

(A + B)N ≡ AN & BN

(A → R)N ≡ ¬AN

(x̄)N ≡ x̄

(〈P,Q〉)N ≡ [PN , QN ]

(fst[P ])N ≡ fst[PN ]

(snd[Q])N ≡ snd[QN ]

(M)N ≡ not〈Mn〉

(λz. z P )n ≡ PN

(λx. S)n ≡ x.(Sn)



(λz̄. x z̄)n ≡ x

(λz̄. case z̄ of fst[x̄] → M x̄, snd[ȳ] → N ȳ)n ≡ 〈Mn, Nn〉
(λz̄. case z̄ of 〈x̄,−〉 → M x̄)n ≡ 〈Mn〉inl

(λz̄. case z̄ of 〈−, ȳ〉 → N ȳ)n ≡ 〈Nn〉inr

(λz̄. z̄ P )n ≡ [PN ]not

(λz̄. (λx. S) z̄)n ≡ [x.(Sn)]not

(λx̄. S)n ≡ (Sn).x̄

(xP )n ≡ x • PN

(case P of fst[x̄] → M x̄, snd[ȳ] → N ȳ)n ≡ 〈Mn, Nn〉 • PN

(case P of 〈x̄,−〉 → M x̄)n ≡ 〈Mn〉inl • PN

(case P of 〈−, ȳ〉 → N ȳ)n ≡ 〈Nn〉inr • PN

(M P )n ≡ Mn • PN

((λx. S) M)n ≡ Mn • x.(Sn)



CPS preserves types and reductions

Γ . Θ | M : A

K : A | Γ / Θ

Γ . S / Θ

 iff


(Θ)N , (¬Γ)N . Mn : (¬A)N

(Θ)N , (¬Γ)N . Kn : (¬¬A)N

(Θ)N , (¬Γ)N . Sn : R

M ⇒n Nn

K ⇒n Ln

S ⇒n Tn

 iff


Mn ⇒ N

Kn ⇒ L

Sn ⇒ T



A reflection on CPS

((M ′)n)n ≡ M ′

((K ′)n)n ≡ K ′

((S′)n)n ≡ S′

M ⇒n ((M)n)n

K ⇒n ((K)n)n

S ⇒n ((S)n)n

M ⇒n N

K ⇒n L

S ⇒n T

 implies


Mn ⇒ Nn

Kn ⇒ Ln

Sn ⇒ Tn

M ′ ⇒ N ′

K ′ ⇒ L′

S′ ⇒ T ′

 implies


M ′

n ⇒n N ′
n

K ′
n ⇒n L′

n

S′
n ⇒n T ′

n



Part 8

Functions



Call-by-value Functions

Γ, x : A . Θ | N : B
→ R

Γ . Θ | λx.N : A → B

Γ . Θ | M : A L : B | Γ / Θ
→ L

M @ L : A → B | Γ / Θ

(β →)v (λx.N) • (M @ L) ⇒v M • x.(N • L)

(η →)v λx. (V • x @ ȳ).ȳ ⇒v V

A → B ≡ ¬A ∨B

λx.N ≡ (〈[x.(〈N〉inr • z̄)]not〉inl • z̄).z̄

M @ L ≡ [not〈M〉, L]



Call-by-name Functions

L : B | Γ / Θ, x̄ : A
→ L

λx̄. L : A → B | Γ / Θ

K : A | Γ / Θ Γ . Θ | N : B
→ R

Γ . Θ | K @ N : A → B

(β →)n (K @ N) • (λx̄. L) ⇒n (N • L).x̄ •K

(η →)n λx̄. y.(x̄ @ y • P ) ⇒n P

A → B ≡ ¬A & B

λx̄. L ≡ z.(z • fst[not〈(z • snd[L]).x̄〉])
K @ N ≡ 〈[K]not, N〉



Part 9

Conclusions
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